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СИНТЕЗ НАДЕЖНЫХ СХЕМ ПРИ ЛИНЕЙНЫХ СЛИПАНИЯХ  
ПЕРЕМЕННЫХ В БАЗИСЕ «АНТИКОНЪЮНКЦИЯ»1 

 
Аннотация.  
Актуальность и цель. Увеличение сложности современных систем перера-

ботки, передачи и хранения информации выдвигает на первый план требова-
ние к надежности и контролю различных управляющих и вычислительных си-
стем. В теории надежности и контроля управляющих систем можно выделить 
три основных направления: 1) построение надежных схем из ненадежных эле-
ментов; 2) синтез самокорректирующихся схем; 3) построение тестов для кон-
троля и диагностики схем. Актуальной проблеме построения надежных схем, 
реализующих булевы функции, при различных неисправностях входов (на 
входы подаются линейные функции, существенно зависящие от двух пере-
менных) посвящена эта работа. Цель – построить надежные схемы, получить 
оценки ненадежности этих схем. 

Материалы и методы. Используются ранее известные методы синтеза 
надежных схем и получения оценок ненадежности схем.  

Результаты. В каждом из двух случаев неисправностей базисных элемен-
тов построены надежные схемы и получены оценки ненадежности схем. По-
лученные результаты могут быть использованы при проектировании техниче-
ских систем для повышения их надежности. 

Выводы. Построены надежные схемы относительно линейных слипаний 
переменных в базисных элементах «антиконъюнкция» в случаях, когда функ-
ция слипания существенно зависит от двух переменных. 

Ключевые слова: ненадежные функциональные элементы, надежность 
схемы, ненадежность схемы, неисправности на входах элементов. 
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SYNTHESIS OF RELIABLE CIRCUITS AT LINEAR ADHESION  
OF VARIABLES IN THE “ANTICONJUCTION” BASIS 

 
Abstract.  
Background. The increaed complexity of modern systems of information pro-

cessing, transfer and storage highlights a requirement of reliability and management 
of various control and computing systems. In the theory of control system reliability 
and management one can single out three main areas: 1) formation of reliable cir-
cuits from unreliable gates; 2) synthesis of self-correcting circuits; 3) formation of 
tests for circuit checking and diagnosing. The work is devoted to a topical problem 
of formation of reliable circuits realizing Boolean functions at various failures on 
inputs (linear functions that considerably depend on two variables are input). The 
aim of the study is to build reliable circuits and to obtain unreliability estimates for 
the said circuits. 

Materials and methods. The author used previously known methods of reliable 
circuits synthesis and circuit unreliability estimates obtainment.  

Results. For each of twol cases of basis gates failures the author built reliable 
circuits and obtained circuit unreliability estimates. The results obtained may be 
used in technical system design for reliability improvement. 

                                                           
1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проект № 14-01-00273. 
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Conclusions. The author built reliable circuits relative to linear adhesions of var-
iables in “anticonjunction” basis gates in cases, when the adhesion function signifi-
cantly depends on two variables. 

Key words: unreliable functional gates, reliability of circuits, unreliability of 
circuits, failures on inputs of gates. 

Введение 

Впервые задачу синтеза надежных схем из ненадежных функциональ-
ных элементов рассматривал Дж. фон Нейман [1]. Он предполагал, что все 
базисные элементы подвержены инверсным неисправностям на выходах и 
переходят в неисправные состояния независимо друг от друга. Задача синтеза 
надежных схем, реализующих булевы функции, при константных неисправ-
ностях одного типа (например, только типа 0 на входах элементов) решена  
в полных неприводимых базисах из двухвходовых элементов [2], а также в 
некоторых базисах при неисправностях двух типов [3–5], при константных 
неисправностях четырех типов на входах и выходах [6]. Отметим также рабо-
ту [7], в которой решена задача синтеза надежных программ с оператором 
условной остановки.  

В этой работе рассмотрим реализацию булевых функций схемами из 

ненадежных двухвходовых элементов в базисе { | }x y  (где | &x y x y=  – 

штрих Шеффера или антиконъюнкция) и исследуем модель неисправно-
стей, в которой каждый элемент схемы может быть подвержен так называ-
емым линейным слипаниям переменных, когда на оба входа базисного 
элемента при наличии неисправности подаются линейные функции: либо 
константы 0, либо константы 1, либо отрицания переменных, либо сумма 
по модулю два, либо ее отрицание. Заметим, что поскольку базисный эле-
мент имеет два входа, функция неисправности зависит не более чем от 
двух переменных. 

Слипания переменных исследовались, например, в [8, 9] при построе-
нии диагностических тестов, а линейные слипания переменных – в [10, 11] 
при построении проверяющих тестов.  

При синтезе надежных схем ранее были исследованы константные не-
исправности на входах [2] и инверсные неисправности на входах [12]. В этой 
статье впервые исследуются неисправности, при наличии которых на оба 
входа элемента поступают линейные функции, существенно зависящие от 
двух переменных: x y⊕  или 1x y⊕ ⊕ . 

Будем считать, что схема из ненадежных функциональных элементов 
реализует функцию 1( ,..., ) ( )nf x x n∈N , если при поступлении на входы схе-

мы набора 1( ,..., )n
na a a=  при отсутствии неисправностей в схеме на ее вы-

ходе появляется значение ( )nf a .  

Пусть схема S  реализует булеву функцию ( )nf x . Обозначим через 

( , )
( )

n
nP S a

f a



 вероятность появления значения ( )nf a  на выходе схемы S  

при входном наборе na . Ненадежность ( )P S  схемы S  определяется как 
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максимальное из чисел ( , )
( )

n
nP S a

f a



 по всем входным наборам na  схемы 

S , т.е. ( ) max ( , )
( )

n
nP S P S a

f a

  =  
  




. Надежность схемы S  равна 1 ( )P S− . 

1. Неисправность с функцией слипания x y⊕  

В этом разделе предполагаем, что неисправность базисного элемента 
такова, что на оба входа базисного элемента с вероятностью (0;1 / 2)∈γ  по-

ступает функция x y⊕ , а следовательно, функциональный элемент в неис-

правном состоянии реализует функцию 1x y⊕ ⊕ . Кроме того, предполагаем, 

что в неисправные состояния элементы схемы переходят независимо друг от 
друга. 

Поскольку в неисправном состоянии базисный элемент реализует 
функцию 1x y⊕ ⊕ , вероятность ошибки равна γ  только на тех наборах, на 

которых значения функций &x y  и 1x y⊕ ⊕  отличаются. Поэтому вероят-

ности появления ошибок на выходе базисного элемента E  таковы: 

0( ,(00)) 0P E = , 0( ,(01))P E = γ , 0( ,(10))P E = γ , 1( ,(11))P E = γ . Очевидно, что 

ненадежность ( )P E  элемента E  равна ( )P E = γ .  

Известно [13], что при таких неисправностях построить схемы сколь-
угодно высокой надежности нельзя. Возникает вопрос: какой максимальной 
надежности можно добиться при синтезе схем в этом случае? Ответ на него 
получен далее. 

Пусть f  – произвольная булева функция; S  – схема, реализующая 

функцию f . Возьмем два экземпляра схемы S  и соединим их выходы со 

входами базисного элемента. Построенную схему обозначим ( )Sψ . Очевид-

но, что эта схема реализует функцию f . Возьмем два экземпляра схемы 

( )Sψ  и соединим их выходы со входами еще одного базисного элемента. По-

лученную схему обозначим ( )SΨ . Очевидно, что схема ( )SΨ  реализует ис-

ходную функцию f . 

Теорема 1 [2]. Пусть f  – произвольная булева функция, а S  – любая 

схема, реализующая f . Тогда схема ( )SΨ  реализует функцию f  с нена-

дежностью  

{ 2( ( )) max 2 2( ) ( ) 2 ( )P S P S P SΨ ≤ α+ τ + β + δ + ,  

}2( )( 2 ( )) ( 2 ( )) ,P S P Sα+ β + δ τ + + τ +  

где 0( ,(00))P E = α , 0( ,(01)) ,P E = β  0( ,(10))P E = δ , 1( ,(11))P E = τ , ( )P S  – не-

надежность схемы S . 
Из теоремы 1 следует теорема 2, если вместо , , ,α β δ τ  подставить вы-

численные выше вероятности ошибок на выходе базисного элемента.  
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Теорема 2. Пусть f  – произвольная булева функция, а S  – любая схе-

ма, реализующая f . Тогда схема ( )SΨ  реализует функцию f  с ненадежно-

стью  

{ }2 2 2( ( )) max 4 ( ) 2 ( ),3 8 ( ) 4 ( ) ,P S P S P S P S P SΨ ≤ γ + γ + γ + γ +   

где ( )P S  – ненадежность схемы S . 

Теорема 3 справедлива для произвольных неисправностей элементов. 
Теорема 3 [2]. Пусть в произвольном полном конечном базисе схема A  

реализует функцию |x y  и ( )P A ≤ μ . Тогда любую булеву функцию f   

в этом базисе можно реализовать такой схемой B , что при всех (0,1 /160]μ∈  

верно неравенство: ( ) 4P B ≤ μ . 

Применительно к рассматриваемым неисправностям элементов из тео-
ремы 3 получаем теорему 4, если вместо μ  подставим γ . 

Теорема 4. Любую булеву функцию f  можно реализовать такой схе-

мой B , что при всех (0,1 /160]γ∈  верно неравенство ( ) 4P B ≤ γ . 

Из теорем 2 и 4 следует теорема 5. 
Теорема 5. Любую булеву функцию f  можно реализовать такой схе-

мой B , что при всех (0,1 /160]γ∈  верно неравенство 2( ) 9 .P B ≤ γ + γ  

Доказательство. Пусть f  – произвольная булева функция. По теоре-

ме 4 функцию f  можно реализовать схемой A  с ненадежностью ( ) 4P A ≤ γ  

при всех (0,1 /160]γ∈ . По схеме A  построим схему ( )AΨ  и оценим ее нена-

дежность по теореме 2 при (0,1 /160]γ∈ . Получаем неравенство: 

{ }2 2 2( ( )) max 48 99 4, 8P AΨ ≤ γ + γ γ ≤ γ + γ , 

поскольку 2 299 99 /160 48γ ≤ γ ≤ γ ≤ γ + γ . 

По схеме ( )AΨ  построим схему ( ( ))AΨ Ψ , которую обозначим через 
2( )AΨ . Оценим ее ненадежность, используя теорему 2 и неравенство 

248 48 /160 1,3γ + γ γ + =≤ γ γ : 

{ }2 22 2 2 2( ( )) max 5,2 2(1,3 , 3 10,) 1,4 ( 34 )P A γ + γΨ ≤ γ + γ + γ γ+ =  

2 2230,56max{ 8,58 ; 8,58}γ γ +== γ + γ γ ,  

поскольку 2 230,56 30,56 /160 8,58γ ≤ γ ≤ γ ≤ γ + γ . 

Схема 2( )A BΨ =  – искомая. 

Теорема 5 доказана. 
Следствие 1. Любую булеву функцию можно реализовать такой схе-

мой, что ее ненадежность асимптотически не больше, чем γ  при 0.γ →  

В следующей теореме получена нижняя оценка ненадежности схем. 
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Теорема 6. Пусть ( )nf x  – любая функция, отличная от константы 1 и 

переменных ix  ( {1,..., }i n∈ ), а S  – любая схема, реализующая ( )nf x . Тогда 

при всех (0,1 / 2)γ∈  верно неравенство ( )P S ≥ γ .  

Для доказательства достаточно выделить элемент, содержащий выход 
схемы S  и вычислить вероятность ошибки на нулевом входном наборе схе-
мы S . 

Из теоремы 6 следует, что любую функцию, отличную от переменной и 
константы 1, нельзя реализовать схемой, ненадежность которой меньше γ . 

Таким образом, по следствию 1 и теореме 6 получаем следующий ре-
зультат: любую булеву функцию, отличную от переменной и константы 1, 
можно реализовать такой схемой, что ее ненадежность асимптотически (при 

0γ → ) равна γ , причем эту оценку ненадежности схем нельзя понизить. 

2. Неисправность с функцией слипания 1x y⊕ ⊕  

В этом разделе предполагаем, что неисправность базисного элемента 
такова, что на оба входа базисного элемента с вероятностью (0;1 / 2)∈γ  по-

ступает функция 1x y⊕ ⊕ , а следовательно, функциональный элемент в не-

исправном состоянии реализует функцию x y⊕ . Кроме того, как и в преды-

дущем разделе, предполагаем, что в неисправные состояния элементы схемы 
переходят независимо друг от друга. 

Поскольку в неисправном состоянии базисный элемент реализует 
функцию x y⊕ , вероятность ошибки равна γ  только на тех наборах, на ко-

торых значения функций &x y  и x y⊕  отличаются. Поэтому вероятности 

появления ошибок на выходе базисного элемента E  таковы: 0( ,(00))P E = γ , 

0 0( ,(01)) ( ,(10)) 0P E P E= = , 1( ,(11)) 0P E = . Очевидно, что ненадежность 

( )P E  элемента E  равна ( )P E = γ .  

Известно [13], что при таких неисправностях так же, как и в предыду-
щем разделе, построить схемы сколь угодно высокой надежности нельзя. От-
вет на вопрос, какой максимальной надежности можно добиться при синтезе 
схем в этом случае, получен далее. 

Пусть f  – произвольная булева функция; S  – схема, реализующая 

функцию f . Возьмем четыре экземпляра схемы S , три базисных элемента и 

построим схему ( )SΨ  (также как и в предыдущем разделе), реализующую 

функцию f . Из теоремы 1, подставляя вместо , , ,α β δ τ  вычисленные выше 

вероятности ошибок на выходе базисного элемента, получаем теорему 7. 
Теорема 7. Пусть f  – произвольная булева функция, а S  – любая схе-

ма, реализующая f . Тогда схема ( )SΨ  реализует функцию f  с ненадежно-

стью  

{ }2 2( ( )) max 2 2 ( ), 4 ( )P S P S P SΨ ≤ γ + γ + ,  

где ( )P S  – ненадежность схемы S . 
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Заметим, что и при этих неисправностях справедлива теорема 4, полу-
ченная ранее. Из теорем 4 и 7 следует теорема 8. 

Теорема 8. Любую булеву функцию f  можно реализовать такой схе-

мой B , что при всех (0,1 /160]γ∈  верно неравенство 2( ) 2 10 .P B ≤ γ + γ  

Доказательство. Пусть f  – произвольная булева функция. По теоре-
ме 4 функцию f  можно реализовать схемой A  с ненадежностью ( ) 4P A ≤ γ  
при всех (0,1 /160]γ∈ . По схеме A  построим схему ( )AΨ  и оценим ее нена-
дежность по теореме 7 при (0,1 /160]γ∈ . Получаем неравенство: 

2( ( )) max{2 32P AΨ ≤ γ + γ , 2 264 } 2 32γ + γ ≤ γ + γ ,  

поскольку 2 264 64 /160 2 2 32γ + γ ≤ γ + γ ≤ γ ≤ γ + γ . 

По схеме ( )AΨ  построим схему 2( ( )) ( )A AΨ Ψ = Ψ . Оценим ее ненадеж-

ность, используя теорему 7 и неравенство 22 32 2 32 /160 2,2γ + γ γ + γ =≤ γ : 

2 2 2( ( )) max{2 2(2,2 ) 2,2, 4( })P A γ +Ψ ≤ γ + γ γ = 22 9,68γ + γ ,  

поскольку 2 219,36 19,36 /160 2 2 9,68γ + γ ≤ γ + γ ≤ γ ≤ γ + γ . 

Схема 2( )A BΨ =  – искомая. 
Теорема 8 доказана. 
Следствие 2. Любую булеву функцию можно реализовать такой схе-

мой, что ее ненадежность асимптотически не больше, чем 2γ  при 0.γ →  

Заключение 

Построены надежные схемы относительно линейных слипаний пере-
менных в базисных элементах |x y  в двух случаях, когда функция слипания 
есть x y⊕  или 1x y⊕ ⊕ . 
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